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Enoncé :

Soit J un segment de R et f : J +— C une fonction continue, alors il existe une suite de polynomes
(P,) telle que P, converge uniformément vers f sur J.

On note & les fonctions continues de R dans C a support compact.
On rappelle avant les théorémes suivants :

Théoréme 1 : Soient f une fonction de L'(R) et g une fonction de LP(R), avec 1 < p < +oc.
Alors pour presque tout x la fonction y — f(y)g(x — y) est intégrable et la fonction f % g, définie
pour tout x par

fg(a) = / F(x — y)g(y)dy

appartient a LP(R) et || f % g, < || f]1-]l9]]p-

Définition 2 : Une approximation de 'unité est une suite (f,) de fonctions positives de & telles
que || full1 = 1 et pour tout M > 0,
lim fn=0.

Lemme 3 : Pour tout entier n € N, on définit la suite de réels a,, = f_l

suivante

(I —t*)"dt et la suite de €

pn: R — C
_ 42\n : <
PN {(1.t)/an51|t|_1
0 sinon

Alors (py,) est une approximation de I'unité.

Démonstration : 1l est clair que p, € £ pour tout n € N, que ||p,||1 = 1 et que p, est positif.
Commencons par minorer a,, :

1

an:/_1(1—t2)"dt2/Olt(l—tz)"dt: [_(1_—’%} _ 1

1 n+1 v n+1

Soit M €0, 1],
9 [l
/ pa(t)dt = — [ (1 —t*)"dt <2(n+1)(1 — M?)".
[t|>M an J M
Comme (1 — M?) < 1, on en déduit que pn(t)dt converge bien vers 0 lorsque n tend vers +oo.
c |t|>M



Résolution :

Lemme 4 : Soit (f,) une approximation de l'unité et f € £. Alors f, x f converge uniformeé-
ment vers f sur R.

Démonstration :  Le but est de montrer que ||f, x f — f|loo tend vers 0. Pour cela on va
étudier l'intégrale sur deux zones différentes de R.

Comme f est nulle en dehors d’un compact, alors f est uniformément continue sur R. Soit ¢ > 0, il
existe donc u > 0 tel que pour tout x,y € R

lyl <u=[f(r—y)— flz)] <e

Soit € R. Comme (f,) est une approximation de l'unité, il existe un entier N tel que pour tout

n > N, on ait f ., Jn < e Ainsi, comme || f,[1 = 1 pour tout n et que f, est positive et appartient
acg,

for I = 1) = [ L=y = f@)
— [ B - Sy car @) = L) = [ )it
= o) (f(z —y) = f(x))dy

On scinde maintenant l'intégrale en deux. Comme f € L>(R), il existe M > 0 tel que |f(x)] < M
pour tout x € R. Ainsi

Fuly) (fla — ) — f(x))dy1 < [ LW —y) - f@)ldy

ly[>u ly|>u

IN

2M fn

ly|>u

2Me

IN

Comme f est uniformément continue sur R,

Fuol) (fla — ) — f(ﬂs))dy‘ < [ LW -y) - f@)ldy

lyl<u ly|<u
< fn(y)edy
ly|<u
< elfalli <€
On en déduit que pour tout = € R,
o o) = £ < | [ £ =)~ fla)ds] < 200 e
Ainsi || f, * f — flloo converge vers 0 lorsque n — +o0. O

Lemme 5 : Soit f € & telle que f est nulle en dehors de [—1/2,1/2], alors pour tout entier n,
f * pn est une fonction polynomial sur [—1/2,1/2].



Démonstration : Soit n € Net x € [—1/2,1/2]. Alors

1/2
fxpu(z) = /_ Pl —t) f(t)dt.

1/2

Orjz—t|<lcarte[-1/2,1/2] et z € [-1/2,1/2]. Ainsi

1/2
£ % pala) = / (1= (x — £))" £(t) /andt.

1/2

Or (1 — (X —1)2)"f(t)/a, est un polynome de la forme Y7", qi(t) X" oit les coefficients g sont des
fonctions continues sur R. Ainsi

1/2 2n
frem@) = [ 3wt

1/2 120
2n 1/2
= Zxk </ qk(t)dt> .
k=0 —1/2

est une fonction polynomial sur [—1/2,1/2]. O

Démonstration ( Weierstrass ) : On note J = [a,b]. On prolonge f a R en posant f(z) =0 si
r<a—1letsixz>0b+1, f est une fonction affine sur [a — 1, a] valant 0 en a — 1 et f(a) en a et f est
une fonction affine sur [b, b+ 1] valant f(b) en b et 0 en b+ 1. Ainsi f est maintenant une fonction
de & nulle en dehors d'un segment K = [a — 1,0+ 1].

Il existe « et (3 tel que l'image par h : = — az + [ de [—1/2,1/2] donne K. Ainsi on définit
I'application g = f o h qui est aussi dans £ et qui est nulle en dehors de [—1/2,1/2]. D’apreés les 2
lemmes précédents, il existe P, une suite de fonction polynomial sur [—1/2,1/2] telle que P, converge
uniformément vers g.

Ainsi si on note Q,(z) = P,((x — 8)/«a), @, est une fonction polynomial sur K qui converge unifor-

mément vers f sur K. En particulier ),, converge uniformément vers f sur J. U
Briévement, il existe une autre preuve qui passe par les polyndémes de Bernstein qui

ont une interprétation probabiliste, et I'idée est d’utiliser la loi faible des grands
nombres.

Il existe aussi une version trigonométrique avec le théoréme de Féjer.

Enfin, il existe une version généralisé avec le théoréme de Stone-Weierstrass. ( Voir
livre pour toute les définitions )




